7.5.5 Tecny kruznic |

Piedpoklady: 4501, 4504

Pedagogicka poznamka: Nasledujici dvé hodiny jsou na gymnazium asi pocetné

vV,

Y s

obtiZnost, vSichni studenti nedokazi dopocitat kompletni obsah celych hodin.
Kontroly provadime po ¢astech piikladii. Pokud nékdo nestihd, trvdm na tom, Ze
nejhorsi dseky nebude opisovat, vynechd si misto v seSité, a tak mu zbude ¢as na
useky, které maji vyznam z hlediska pochopeni smyslu piikladt.

Pedagogicka poznamka: NemiiZu si pomoc, ale jako autor si musim postéZovat, Ze zcela
nechdpu ndklonnost eské stfedoSkolské matematiky k te¢ndm kuzelosecek i
kuzeloseckam obecné. Urcité bych se bez této hodiny obesel, ale tlak okoli neda
Jinak.

Pedagogicka poznamka: Pted pfedchozim piikladem neddvam studentiim piili§ Casu na
rozmysSlenou a rovnou se jim snazim vnutit pouzity postup s parametrem. Na
vymysleni lepSich variant budou mit ¢as po vypocteni piikladu.

Pf.1:  Je ddna kruZnice k ([—3;1] N ) abod T[0;2] . Ovéf, Ze bod T lezi na kruZnici .

‘ Najdi te¢nu kruznice prochdzejici bodem T.

. Pokud bod T lezi na kruznici k, musi vyhovovat jeji rovnici.
' Sttedovd rovnice kruznice k: (x + 3)2 +(y- 1)2 =10.

Dosadime bod T[0:2] : (x+3)" +(y=1)° =(0+3)' +(2-1) =9+1=10 = bod T lezi na k.

- Co vime o hledané te¢né: prochédzi bodem T, ale nezndme smér (ten zjistime z toho, Ze je
' te€nou) = zapiSeme pomoci parametru ve smérnicovém tvaru vSechny piimky prochézejici
' bodem T a vybereme te¢nu podle toho, Ze ma s kruznici k jediny prasecik.

Piimky prochazejici bodem T[O; 2] : (y - 2) =k (x —0) = y=kx+2 apfimka x=0.

' Dosadime do stiedové rovnice kruZnice: (x + 3)2 + (y - 1)2 = (x + 3)2 + (kx +2- 1)2 =10.
(x+3) + (ke +1)° =10

X H6x+9+E7 X +2kx +1=10

2 (1K) +x(6+2k) =0

Pocet feSeni zavisi na hodnot¢ diskriminantu. Hleddme te¢nu = chceme jediny prise¢ik =
' jediné feSeni = zjiStujeme, kdy je nulovy diskriminant (zbytek vzorce nds nezajima).
 D=b"-4ac=(6+2k) —4(1+k*) D =(6+2k) =0

6+2k=0=k=-3
- Hledanou te¢nou je pfimka y =-3x+2, v obecném tvaru 3x+y-2=0.

Dodatek: Na predchozim piikladu je moZné dokumentovat, jak tésné souvisi feSitelnost
rovnic s tim, co znamenaji. Bod 7 leZi na kruznici k = kazda piimka, kterd ptes



n¢j prochazi mé s kruZnici miniméln¢ jeden spolecny bod. Diskriminantem rovnice
2 (1+k7)+x(6+2k) =0 je vyraz D =(6+2k)’, ktery je vidy nezéporny.

Dodatek: Ov¢fit, Zze bod T lezi na kruznici k, mizeme také tim, Ze spocteme vzdalenost |ST

9

kterd by se mé€la rovnat poloméru kruznice.

Ptedchozi postup rozhodné neni jednoduchy. Vypocet vyznamné ulehcilo predem ptipravené
zaddni, ve kterém byla x-ové soutadnice tecného bodu nulova (masochisticti zdjemci si

mohou zkusit vypocitat te¢nu v bodé T[—6;0] . Hodnota smérnice bude stejnd, ale vypocet
Na druhou stranu jde o obecné pouZitelny postup, ktery funguje:

e u bodu, které leZi na kruznici, i bodu, které leZi mimo ni,

* nejen u kruZnic, ale i u ostatnich kuzelosecek.

Najdeme rychlejsi postup. Staci si vzpomenout na obrdzek ukazuji vzdjemnou polohu
kruznice a jeji teCny.
p
T

Tecna je kolmd na vektor 7' — S, ktery zndme.

Pr.2: Je dana kruZznice k ([—3;1] ;\/ﬁ ) a bod T[O; 2] . Najdi te¢nu kruznice prochazejici

bodem T vyuZitim kolmosti te¢ny na vektor 7 — S .

' Vektor T —S je normalovy vektor te¢ny v bodu 7.

T-5=(0-(-3):2-1)=(31) =n, =(31)

Obecnd rovnice teCny: 3x+y+c=0.

Natetné lezi bod T[0;2] : 30+2+c=0=>c=-2.

Hledan4 tecnd ma obecnou rovnici 3x+y—2 =0. (Stejny vysledek jako v pfedchozim
. prikladé¢.)

Pedagogicka poznamka: N¢ktefi studenti maji problém s kolmosti vektoru a neuvédomt si,
ze vektor T — S je ptfimo normdlovym vektorem, ktery hledaji do obecné rovnice.
CimZ jsme opét u pfimkové smrsti.

Pedagogicka poznamka: Nasledujici odvozeni studenti do seSitu neopisuji. Pievedu ho pouze
na tabuli s tim, Ze studenti maji za tkol pouze sledovat, co d€ldm. Pokud nezbyva
do konce alesponl 15 minut, odvozeni pteskakuyji.

Ptedchozi postup je moZné pouZzit k odvozeni rovnice teCny zadané pomoci kruznice a bodu,
ktery na ni leZzi.



Mame kruznici k se stredem S [m; n] a polomérem r abod X, [xo; yo] , ktery na této kruznici

lezi (v predchozich ptikladech jsme tento bod znacili 7. Ted” oznaceni ménime kvili shodé
s ucebnicemi).

Budeme hledat rovnici teCny kruznice k v bodé¢ X, = zopakujeme postup z piikladu 2.
Vektor X, —S je normdlovy vektor teCny v bodu X,: X, —-§ = (x0 —-m;Yy, —n) =n,.
Obecna rovnice te¢ny: (x0 - m)x + (y0 - n) y+c=0.

Na te¢né lezi bod X, [xo; yo] : (x0 —m)x+(y0 —n) ytc=0 = c¢= —(x0 —m)x0 —(yO —n) Yo -

Rovnice tecny: (xo —m)x+(y0 —n)y—(xo —m)xo _(yo _”)YO =0.

Vysledek neni moZzné oznacit za uspéch. Nemad smysl si pamatovat tak slozity vzorec, je
jednodussi si odvodit rovnici te€ny rovnou konkrétné.

N Pd

Nastésti existuje i jednodussi a 1épe zapamatovatelny tvar rovnice tecny.
Bod X, [xo, yo] lezi na kruZnici kK = musi vyhovovat jeji sttedové rovnici = plati:

(xo —m)2 +(y0 —n)2 = r2.

Ziskali jsme soustavu rovnic:

(xo _m)X+()’0 _”)y_(xo _m)xo _(yo _”) Yo =0
(XO —m)2 +(y0 —n)2 =r?

(% =m)x+(y, —n) y =23 +mx, = y; +ny, =0

S =2mx,+m’ +y, =2ny,+n’ =r’

(rovnice ¢asteéné umocnime)

(ob¢ rovnice secteme)

(xo m) ( Yo —n) y—mx,+m’ —ny,+n’ =r>  (pferovnime ¢leny)
(xo m)x mx, +m’ +(y0 —n) y—ny,+n’=r>  (vytkneme)

(xo m)x ( m) + (yo —n) y —n(y0 —n) =r (opét vytkneme)
(x =m)(x=m)+ (3, =n)(y=n) =

Tecna kruznice k ([m,n] ; r) prochazejici bodem X, [xo; yo] , ktery na této kruznici lezi,

ma rovnici (x, —m)(x-m)+(y, —n)(y-n) =

Ziskany tvar je daleko 1€pe zapamatovatelny zvlasté, kdyZ si uvédomime, jak jej Ize snadno
ziskat ze stfedové rovnice kruZnice:

Stredovi rovnice kruznice (x - m)2 +(y- n)2 =r.

Zavorky rozlozime na souciny dvojclenti: (x —m) (x - m) + (y —n) (y - n) =r.
V kazdém soucinu zaménime jedno x za x, (ajednoyza y,):

(% =m)(x=m)+(y, =n)(y=n)=r".

Dodatek: Ziména x za x, (ay za y,) spliiuje i jeden z poZadavkil na rovnici tecny.
V rovnici (x—m)(x=m)+(y—n)(y—n)=r* jsou nezndmé x a y v druhé

mocning. Tecna je vSak pfimkou, kde jsou nezndmé pouze v prvni mocniné, ¢ehoz



dosdhneme, kdyz v jedné ze zdvorek nahradime neznamou x, hodnotou x-ové
soutfadnice tecného bodu (tedy ¢islem).

Dodatek: NS tvar rovnice tecny vychdzel ze sttedové rovnice kruZnice. Stejné tak je mozné
odvodit rovnici tecny, kterd vychazi z obecné rovnice. Jde o rovnici:

xx+yoy —m(x+x,)=n(y+y)+p=0.

Z obecné rovnice ji ziskdme takto:

Obecn4 rovnice kruznice: x* + y* —2mx—2ny+p =0.

Rovnici upravime: x [ + y@—m(x+x)—n(y+y) +p=0.

V kazdém soucinu nebo souctu nahradime x nebo y:

X+ yoy =m(x+x,)=n(y+y,)+p=0

Rovnici nepovazuji vhodnou za zapamatovani, zbyte¢né se plete s rovnici

vychdzejici ze sttedové rovnice a neni problém prevést obecnou rovnici kruznice
na stiedovou.

Pi.3: Je ddna kruznice k([3:1];v10) abod 7[0;2] . Najdi tecnu kruznice prochézejici

bodem 7. Pii feSeni vyuZij odvozenou rovnici tecny.

- Staci dosadit a upravit ziskanou rovnici: (xo —m) (x - m) + (y0 —n) (y —n) =r’.

(OS5 -1) =10
3(x+3)+(y-1)=10
3x+9+y-1=10

3x+y-2=0

Pedagogicka poznamka: Pokud maji studenti s dosazenim problémy, je dobré ovéfit, zda
vubec chdpou, kterd pismena v rovnici znamenaji ¢iselné konstanty a ktera
proménné. Nekteii studenti dokonce nerozliSuji mezi x a x, a dosadi do rovnice
Cisla za vSechna pismenka.

Pi. 4: Je dana kruznice k ([—3;1] ;\/ﬁ ) a bod T[—6;0] . Najdi te€nu kruznice prochazejici
bodem T. Pii feSeni vyuzij odvozenou rovnici tecny.

Staci dosadit a upravit ziskanou rovnici: (xo —m) (x - m) + (yo —n) (y —n) =7,

(o[ (=[] +(0-1) (3 -1) =10
—3(x+3)—(y—1)=10
=3x=9-y+1=10

- =3x-y-18=0

3x+y+18=0



P¥.5: Je ddnakruZnice x* +y* —2x+4y—20=0. Najdi te¢nu kruznice prochazejici

bodem A[4; —6] . Pti feSeni vyuZij odvozenou rovnici tecny.

' Vzorec pro te¢nu vychdzi ze stiedové rovnice kruZznice = musime zadanou rovnici prevést
' na stfedovy tvar.

X+ —2x+4y-20=x"-2x0+1" -1’ +y* +2y[2+2° -2 -20=0
(1) #(ye2) =25

Ovéiime, Ze bod A[4;-6] lezi na kruznici: (4-1)° +(-6+2)" =32 +(-4)" =25
' Bod A na dané kruznici lezZi = mulZeme pouZit odvozenou rovnici tecny.
Dosazenf do tvaru: (x, —m)(x—m)+(y, —n)(y—n)=r".
C(4-1)(x-1)+(-6+2)(y+2) =25

3(x—1)-4(y+2)=25

3x-3-4y-8-25=0

- 3x-4y-36=0

Pr. 6: Petiakova:
strana 129/cvic¢eni 83 c¢)
strana 130/cvi¢eni 90 b)
strana 131/cviceni 95 a)
strana 131/cviCeni 96 a)
strana 131/cviceni 97 a)

Shrnuti: Tecnu kruznice miZzeme najit pomoci poctu pruseciki, parametricky nebo
vyuzitim specidlnich vlastnosti.



